Critere de Weyl

Références : e > 0. On sait qu’il existe une fonction en escalier g qui ap-

Orauxr X-ENS Analyse 2, Serge Francinou proche uniformément la fonction f a e pres sur [0,1] c’est-a- dire
lf — glloc < e. En utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient :

1 n

| = > (f(w) — g(ur)) |

Déf. Soit (u,)nen+ i 1 1 <b L 1 1
éf. Soit (uy)nen+ une suite de [0, 1] et a,b € [0,1] avec a < b. La | 5Zf(wc) _/0 fl < ~
k=1 k=1

suite (uy,) est équirépartie si et seulement si, pour tout a,b, on a

<e par convergence uniforme

lim Card{k € {1,...,n},uy € [a,b]} b | .
n iz 0
Théo. Soit (u,)nen+ une suite de [0,1] et a,b € [0,1] avec a < b. e car g oot on escalior
Alors on a équivalence entre les propriétés suivantes : o 1
(i) (uy,) est équirépartie. * | /0 7 _/0 /|

<e par convergence uniforme

(ii) Pour toute fonction f :[0,1] — R continue, on a
| ) d’ou le résultat.
lim ” > flug) = /0 f(t)dt (ii)=(i) Soit a,b € [0,1] avec a < b. On considére les suites de fonctions
k=1 continues ¢ et 1, définies pour £k suffisamment grand par les

fi ivantes :
(iii) Pour tout p € N*, on a BULES SHIvAnLes
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Démonstration. Dans toute la démonstration, nous noterons
Xo(a,b) = Card{k € {1, ...,n},uy € [a,b]}.
Xn(a,b)

(i)=(ii) Notons que la quantité == est égale & = S77_; X[qp(ug) OU
Xa,p) désigne la fonction caractéristique du segment [a,b] et que
f: X[a,p) = b — a. La propriété (ii) est donc vérifiée pour les fonc-
tions caractéristiques d'un segment. De plus, on sait que toute
fonction en escalier est combinaison linéaire de fonctions carac-
téristiques de segments (qui peuvent étre réduits a un point pour
atteindre les valeurs de discontinuité de f). On a donc que la

propriété (ii) est vérifiée pour toutes les fonctions en escalier. On observe pour tout p assez grand que ¥, < Xjap < @p. Ainsi,
Soit maintenant f : [0,1] — R une fonction continue et soit pour tout n > 1, L 3% 4, (uy) < W < Ls ép(uy). Par



Critere de Weyl

(if) = (iii)

(iii) = (ii)

hypothese,

12 1 1
lim — = / —bh— -
n~>l 0 n, = ¢P(uk) 0 wp a P

et
fim 3" 6,(u) = [ 6, =b—a+
im — ug) = =b—a+ -
n—oo n 1 p k 0 P p
d’ou le résultat.

On applique le (ii) aux fonctions x — cos(2mpx) et

x — sin(27px).

Par linéarité, on a la propriété (ii) pour tout polyndéme trigono-
métrique du type

T — ap+ Y aycos(2kmx) + Y by sin(2kmx).
k=1 k=1

D’apres le théoreme de Weierstrass trigonométrique, toute fonc-
tion continue f : [0, 1] — Ravec f(0) = f(1) est limite uniforme
d’une suite de polynomes trigonométriques de ce type.

[
Ex. Soit # > 0. La suite ({nf}),en+ est équirépartie si et seulement
sif¢Q.
Démonstration.

e Supposons 6 ¢ Q. Pour prouver que la suite (1n6),en+ est équiré-

partie, on va utiliser le critere de Weyl. On a, pour tout p € N*,

n
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Ce calcul est possible car, comme 0 ¢ Q, e*™? £ 1 pour tout

p € N*. Comme | e?mmf |= 1 pour tout n € N*, la suite
(%)%N* est bornée et (% s eZmikdhy o tend vers 0
quand n — oo. Ainsi, la suite ({nf}),en- est équirépartie.

e Supposons que 0 = g € Q, avec p, g € N* premiers entre eux. On

a
{(n+q)0} = {nf +p} = {nb}.
Ainsi, la suite ({nf}),en+ est périodique de période ¢ et n’est
donc pas équirépartie.
O

Lecons possibles : 202 - 223




